Математическое описание равновесия двуногой локомоции by Ткач, М. М. et al.
“АСАУ” – 20(40) 2012
УДК (062-050)
М.М. Ткач, Д.О. Гуменний
МАТЕМАТИЧНИЙ ОПИС РIВНОВАГИ ДВОНОГОЇ
ЛОКОМОЦIЇ
Анотацiя: У роботi проаналiзовано поточний стан побудови антропоморфних
крокуючих апаратiв. Визначено областi їх перспективного впровадження. Основою
публiкацiї є визначення критерiїв дотримання нестiйкої рiвноваги крокуючих апара-
тiв за методом антропної симуляцiї.
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Вступ
На сьогоднi роботи знаходять широке застосування в найрiзноманi-
тнiших сферах. Так, найбiльше розповсюдження вони отримали при
вирiшеннi таких задач, як: транспортування, обслуговування виробни-
цтва, вiддалене керування засобами тощо. При цьому, все бiльш зроста-
юча фiзична та iнформацiйна взаємодiя їх з людиною спричиняє широ-
кий розвиток iнтелектуальних мобiльних роботiв (IМР), сучаснi вимоги
до яких потребують не лише забезпечення можливостi взаємодiї їх iз
середовищем, а i антропоморфностi самих роботiв. Тому подальше поши-
рення IМР у сфери людської дiяльностi пов’язане з побудовою вiдповiд-
ного апарата з антропоморфним принципом локомоцiї.
Дослiдження iснуючих методiв антропоморфного
перемiщення
Проблема побудови двоногого крокуючого апарата не нова, вона за-
лишається актуальною вже бiльше сорока рокiв. Першi спроби усвi-
домити принцип перемiщення людини були здiйсненi ще в 1930 роцi
М. Бернштейном [1,2]. Пiзнiшi напрацювання в теорiї антропоморфно-
го перемiщення виконанi М. Вукобратовичем [3], В. Белецьким [8] та iн.
[4,5]. Проведенi в цих роботах дослiдження були спрямованi на моделю-
вання руху крокуючого апарата в певних умовах, однак i на сьогоднi
не iснує жодного IМР, що перемiщувався б за принципом, iдентичним
до людини. Причиною цього є неспроможнiсть дотримання статичної
та динамiчної рiвноваги при локомоцiї на поверхнi другого порядку [3–
5], що є наслiдком неповної iнформацiї про поверхню у математичному
описi руху та нехтування геометричних i сенсорних властивостей опори
[6,7] антропоморфної системи.
Вiдсутнiсть iнформацiї про поверхню негативно впливає й на дотри-
мання рiвноваги апарата у динамiчному станi локомоцiї. Це проявляє-
ться потребою забезпечення рiвноваги при варiативностi режимiв доти-
ку до поверхнi у вiдповiдностi до комбiнацiй дотичних точок дiаграми
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Вiльсона комфортної ходи [1,8] (рис. 1), кожна iз фаз якої має власнi зна-
чення параметрiв нестiйкої рiвноваги, що циклiчно чергуються пiд час
локомоцiї.
Рис. 1 – Дотик опори при рiзних фазах локомоцiї
Умови нестiйкої рiвноваги для кожної iз фаз дiаграми Вiльсона мо-
жна отримати засобами математичного моделювання, проте основними
недолiками даної умови є неспроможнiсть її застосування для перемi-
щення поверхнею iз наявними екстремумами висот чи змiнною кута на-
хилу щодо орта сили тяжiння. Тому забезпечення повноцiнного опису
рiвноваги крокуючого апарата потребує врахування дiї сили тяжiння
та реакцiї поверхнi на апарат у кожнiй дотичнiй точцi.
Постановка задачi
На основi вищесказаного сформулюємо мету роботи: для забезпечен-
ня нестiйкої рiвноваги антропоморфного крокуючого апарата необхiдно
побудувати математичну модель, яка б забезпечувала динамiчне кори-
гування дисперсiї проекцiї центру мас при взаємодiї крокуючого апара-
та з довiльною твердою поверхнею та визначення швидкостi й областi
його завалу.
Побудова математичної моделi дотримання рiвноваги
антропоморфного крокуючого апарата
Завдяки тривалому процесу еволюцiї, природа збудувала оптималь-
ний принцип локомоцiї, що характеризується найбiльшою прохiднiстю
з усiх iснуючих природних аналогiв — двоногою ходою [3-5]. Тому спо-
стереження та аналiз основних принципiв антропоморфного руху має
великий iнтерес для штучного вiдтворення цього процесу. Двоноге пе-
ремiщення має високу ефективнiсть та прохiднiсть завдяки дотриман-
ню нестiйкої рiвноваги (НР), що дозволяє використовувати силу тяжi-
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ння для перемiщення [8], мiнiмiзуючи тим самим метаболiчнi процеси
у м’язах. Вiдповiдно, порушенням рiвноваги (“завалом”) можна назвати
процес перемiщення маси апарата за границю НР його початкового по-




xz1, xz1 = Ψ(ABy=0)





BC , xz2 = Ψ(BCy=0)
yz2 < y
−k1





CD , xx3 = Ψ(CDy=0)
yz3 > y
−k1





DA , xz4 = Ψ(DAy=0)
yz4 > y
−k2





де: X, Y – орти напрямiв; z1–z4 – вказiвники областей завалу, якi опису-
ються функцiями, що обмеженi точками A, B, C, D; k1, k2– коефiцiєнти
залежностi кута рискання вiд ортiв Xта Y – вiдповiдно; AB, BC, CD,
DA – лiнiйнi функцiї, що описують периметр зони НР; Xz1 – Xz4 – точки
на вiдповiдних функцiях AB, BC, CD, DA, вiд яких побудованi векто-
ри, що вказують напрям змiщення проекцiї центру мас.
Очевидно, що система нерiвностей 1 не унiверсальна, а описує лише
один випадок позицiї опори апарата. Однак, вона дозволяє визначити
напрям та швидкiсть завалу. Наприклад, для окремого випадку - падi-









де J— вектор завалу, спрямований перпендикулярно до функцiї, що
описує частину периметра опори зi сторони завалу (рис. 2), довжина яко-
го пропорцiйна до швидкостi завалу.
Таким чином, iз формул 1 та 2 видно, що втрата НР характеризується
напрямом та швидкiстю завалу i може бути подана у виглядi вiдрiзку
мiнiмальної довжини J [AB або BC або CD або DA], а збереження рiвно-
ваги, у випадку статичного положення апарата, виконується за умови:
Jk,l = 0
k = [x, y]
l = n, n = [0 . . .∞]
. (3)
Практично, затребуваною областю експлуатацiї апарата є перемiще-
ння “довiльною поверхнею”, яка характеризується наявнiстю екстрему-
мiв висот та змiною кутiв нахилу i може бути математично описана у
виглядi поверхнi другого порядку.
Наявнiсть екстремумiв висот на поверхнi спричинює змiщення точки
проекцiї центра мас (ТПЦМ) при перемiщеннi апарата. При цьому поло-
ження ТПЦМ, подане вектором J (рис. 2), змiнюється в залежностi вiд
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Рис. 2 – Областi нестiйкої рiвноваги двохопорного апарата
кута мiж горизонталлю опори, яка задається трьома дотичними до неї
точками екстремумiв поверхнi та ортом сили тяжiння. Тодi втрата рiв-
новаги апаратом вiдбудеться лише при умовi, що його ТПЦМ не нале-
жить поверхнi, яка формується системою нерiвностей 1, i ця умова вiд-
стежується, як: N ′ > N , (рис. 3).
Можливiсть вiдстеження поточного значення кутiв нахилу опори
апарата до поверхнi та до орта тяжiння дають змогу коригувати поло-
женням його ТПЦМ, а вiдтак, дотримуватися рiвноваги.
Канонiчним принципом визначення положення ТПЦМ, за методами
М. Вукобратовiча [3] та В. Белецького [8], є обчислення положення ла-
нок апарата a, b, c, d, e, f та визначення сил, що дiють на опору. При
цьому, дотримуючись апрiорної леми про перпендикулярнiсть поверхнi
до сили тяжiння, забезпечення перемiщення в умовах похилої площи-
ни пропонується коригувати вiдповiдними кiнетично-стабiльними кое-





= R + P
dK
dt
= (rt0M − rc)×R
rt0M = rv + rt0M
rt0M = rv + rt0M
, (4)
де: M – маса апарата; TM rc – радiус-вектор центра його мас; t – час; R
– вектор сили реакцiї опори апарата; P – орт сили тяжiння; K – кiне-
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Рис. 3 – Вихiд апарата за межi НР TMM – центр мас апарата; Mg – орт
гравiтацiї;N – дiя опори апарата на поверхню;N ′ – змiщення дiї опори за
межi поверхнi; a, b, c, d, e, f – ланки апарата; MgN , MgN ′ – дiя апарата
на поверхню
тичний момент в осях Кенiга [8]; rt0M – радiус-вектор, побудований вiд
“п’яти” опори до точки нуль-моменту; rV – радiус-вектор точки “п’яти”.
Очевидно, що рiвняння 4 не враховує екстремумiв поверхнi i не мi-
стить корекцiю на кути до площини опори, а, натомiсть, базується на
моментi сил в дотичних точках, так званих точках нуль-моментiв, та
значеннi радiус-вектора сил. Тобто апарат не реагуватиме на малi шуми
поверхнi, що потенцiйно спричинятимуть його падiння. Для врахува-
ння шумiв, якi зумовленi нерiвнiстю поверхнi, та для побудови повної
моделi руху потрiбно визначити характеристики поверхнi в межах опо-
ри, зокрема, її кривизну та наявнi екстремуми.
Iз означення поверхнi першого роду правомiрно описати умову доти-
чностi опори до екстремумiв поверхнi другого роду (беручи за умову на-
явнiсть трьох екстремумiв r0 > R, r1 > R, r2 > R):
 x− x0 y − y0 z − z0x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

 = 0. (5)
Виходячи iз рiвняння 5, закону руху апарата, описаного рiвнянням 4
та умови стiйкостi апарата, що описано рiвнянням 2, визначимо умову
стiйкостi апарата на поверхнi другого роду:
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
 x− x0 y − y0 z − z0x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

 = 0












де x[0...2] – координати екстремумiв; z[Xp1...Y p2] – умова вибору точки екс-
тремума; L, W – довжина та ширина опори; xr, yr – множина координат
X та Y у межах опори.
Вказанi параметри характеризують ТПЦМ апарата у повнiй мiрi i мо-
жуть бути отриманi iз антропного принципу [1,2].
Беручи до уваги можливiсть “вiдриву” певної частини опори вiд по-
верхнi (рис. 2,3), при порушеннi рiвноваги, можна визначити напрям
змiщення ТПЦМ за допомогою матрицi аргументiв, яка вiдображена на
рис.4. Наявнiсть екстремумiв на опорi вiдображується у видi локально-
го збiльшення сили реакцiї опри на площину в межах зони чутливостi
N,N ′ чи N ′′. Застосовуючи критерiй максимальної iз радiальних сум
аргументiв зон чутливостi N,N ′ чи N ′′, визначається вектор найбiльшої
реакцiї опори. Так, вiдстеживши максимальнi значення радiальних сум
зон чутливостi N,N ′ чи N ′′, отримуємо вiдповiднi вектори k, l, m, на пе-
ретинi яких потенцiйно буде знаходитись ТПЦМ.
Рис. 4 – Напiвсферичнi зони чутливостi на опорi апарату N , N ′, N ′′ –
зони чутливостi опори k, l, m – вектори знаходження ТПЦМ
Висновок
Запропонований в роботi метод дотримання рiвноваги апарата, який
базується на антропному принципi, характеризується високою iнтенсив-
нiстю та спрощенням математичних моделей керування. Особливiсть
методу полягає в застосуваннi чутливих зон на опорi апарата та моде-
люваннi перемiщення ТПЦМ за iнформацiєю iз цих зон. Дотримання лi-
мiтiв перемiщення ТПЦМ забезпечує дотримання рiвноваги iз високою
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точнiстю та потенцiйною здатнiстю до застосування методiв стохасти-
чного аналiзу.
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